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Исследованы особенности распространения сингулярных пучков с различными знаками топологического заряда в ку-
бическом оптически активном фоторефрактивном кристалле среза ( 11 0),  к которому приложено внешнее электриче-
ское поле. Анализируется зависимость угла поворота сингулярного пучка от величины внешнего электрического поля, 
приложенного к кристаллу, и знака единичного топологического заряда пучка. Показано, каким образом оптическая 
активность влияет на распространение сингулярного пучка в кристалле. 
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The features of the propagation of singular beams with various signs of the topological charge in a cubic optically active 
photorefractive crystal of ( 11 0)  cut, to which an external electric field is applied, are investigated. The dependence of the an-
gle of rotation of the singular beam on value of external electric field applied to the crystal and sign of unit topological charge 
of the beam is analyzed. It is shown how the optical activity affects the distribution of singular beam in the crystal. 
 




Впервые фазовые сингулярности (дислока-
ции волнового фронта) были описаны в 1974 г. 
Дж.Ф. Наем и М. Берри в работе [1], где показа-
но, что волновые импульсы, отраженные от ше-
роховатой поверхности, содержат дефекты. Со-
гласно этой работе существуют три типа дисло-
каций волнового фронта: винтовая дислокация 
(вихревая дислокация со спиральной фазой), 
краевая дислокация со сдвигом фазы на π и сме-
шанная винтово-краевая дислокация. Пучки с 
винтовой фазовой дислокацией, наложенной на 
светлый фоновый пучок, называют оптическими 
вихрями («optical vortices»), вихревыми («vortex») 
или сингулярными («singular») пучками [2]–[4].  
Сингулярные пучки представляют собой 
распространяющееся световое поле, в попереч-
ном сечении которого имеется нуль интенсивно-
сти, вокруг которого фаза этого пучка циркули-
рует, изменяясь при распространении от 0 до 
2mπ. Описанная циркуляция фазы приводит к 
винтовой структуре волнового фронта. Знак це-
лого числа m (положительный или отрицатель-
ный) определяет направление вращения (правое 
или левое [4] соответственно) винтовой фазовой 
поверхности.  
Так как волновой фронт имеет винтовую 
форму, то вектор Пойтинга, перпендикулярный 
поверхности волнового фронта, в каждой его 
точке имеет ненулевую тангенциальную компо-
ненту, пропорциональную интенсивности пучка. 
Происходит «завихрение» энергетического потока 
[1], [2], [4]. Следствием присутствия потока энер-
гии, обволакивающего ось, направленную в сторо-
ну движения сингулярного пучка, является сущест-
вование орбитального углового момента [3] в пучке.  
На сегодняшний день существует много на-
учных работ (см., например [5]), посвященных 
изучению спонтанного рождения и уничтожения 
оптических вихрей в лазерных резонаторах, при-
чём физические параметры, связанные с вихря-
ми, которые появляются спонтанно, обычно не 
контролируются. Наиболее известные способы 
создания оптических вихрей, физическими пара-
метрами которых можно управлять, заключаются 
в использовании спиральной фазовой пластинки 
[6]–[8], винтового зеркала [9], дифракционного 
оптического элемента, генерированного компью-
терной голограммой [10]. 
Благодаря особым свойствам оптических 
вихрей известны различные их приложения для 
лазерных технологий, медицины, микробиоло-
гии, метрологии, астрономии и др. Так, напри-
мер, оптические вихри используют для изготов-
ления оптических «пинцетов», которые приме-
няются для захвата частиц [11], [12]. В астроно-
мии оптические вихри используют для увеличе-
ния контрастности астрономических наблюде-
ний в коронографах, которые применяются для 
поиска внесолнечных планет [13]. Использова-
ние сингулярного пучка в сдвиговом интерферо-
метре позволяет определять малые углы поворота 
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светоделительного элемента [14]. Среди приме-
нений оптического вихря можно отметить его 
использование в оптическом вихревом когерент-
ном фильтре [15]. 
Одним из наиболее важных приложений оп-
тических вихревых солитонов является их ис-
пользование для создания перестраиваемых вол-
новодов [16], [17], которые можно применять в 
оптическом переключении. Впервые оптические 
вихревые солитоны экспериментально наблюда-
лись в дефокусирующей керровской нелинейной 
среде с использованием квазивинтовой фазовой 
маски [18]. Условия формирования оптического 
вихревого солитона и использования его как 
волновода в фоторефрактивных кристаллах SBN 
и LiNbO3 изучены в работах [19] и [20] соответ-
ственно.  
Солитоноподобное распространение сингу-
лярных оптических пучков в кубических фото-
рефрактивных кристаллах (см., например, [21]) 
исследовано сравнительно мало. Недостаток ин-
формации об особенностях распространения та-
ких пучков в кубических фоторефрактивных 
кристаллах ограничивает эффективность их ис-
пользования в различных оптических элементах 
управления оптическим излучением. В частно-
сти, не решена задача оптимизации условий ква-
зисолитонного распространения сингулярных 
пучков с различным топологическим зарядом в 
этих кристаллах.  
Целью настоящей работы является даль-
нейшее изучение особенностей распространения 
сингулярных оптических пучков (оптических 
вихрей) с различными топологическими заряда-
ми в кубическом оптически активном фотореф-
рактивном кристалле класса симметрии 23. При 
описании исследования и результатов, получен-
ных в ходе численного эксперимента, будет ис-
пользоваться только термин «сингулярный пу-
чок», представляющий собой фазовую дислока-
цию, «насаженную» на фоновый гауссов пучок, 
который на входе в кристалл линейно поляризо-
ван вдоль оси х и имеет радиус перетяжки r0. 
 
1 Теоретическая модель 
Для исследования распространения сингу-
лярного пучка в кубическом оптически активном 
фоторефрактивном кристалле будем использовать 
систему скалярных дифференциальных уравнений 
в частных производных (см. также [22]), получен-
ную в параксиальном приближении на базе урав-
нений Максвелла, основных уравнений фотореф-
рактивного эффекта [23] и ковариантных выраже-






x x xA A Ai
z k n x y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂+ + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 
( )30 0 41 0 1 22 x yk n r E A Ax⎡ ⎛ ∂ϕ⎛ ⎞− − μ +μ −⎢ ⎜⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝⎣  



















z k n x y
k n
r E A A
x
A A i A
y
⎛ ⎞∂ ∂ ∂+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎡ ⎛ ∂ϕ⎛ ⎞− − μ +μ −⎢ ⎜⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝⎣
⎤⎞∂ϕ− μ +μ + ρ =⎥⎟∂ ⎠⎦
 
где r41 – электрооптический коэффициент, k0 – 
длина волнового вектора в вакууме, n0 – невоз-
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θ – ориентационный угол, отсчитываемый по ча-
совой стрелке от направления [110]  к направле-
нию оси x рабочей системы координат, вдоль 
которой приложено внешнее электрическое поле 
с напряженностью E0, ρ – удельное вращение 
плоскости поляризации в кристалле, Ax и Ay – x- 
и y-составляющие комплексного вектора ,A
G
 ха-
рактеризующего медленно изменяющуюся вдоль 
направления z векторную амплитуду напряжен-
ности электрического поля светового пучка. 
Функция φ(x, y) внутри кристалла определя-
ется уравнением: 
2
0ln(1 ) ln(1 ),I E Ix
∂∇ ϕ+∇ + ⋅∇ϕ = +∂  
0 ,scE E= −∇ϕ+
G G
 
где I = (n0 / 2η0)(|Aх|2+|Aу|2) / Id – относительная 
интенсивность светового пучка, 0 0 0/ ,η = μ ε  μ0 
– магнитная постоянная, ε0 – диэлектрическая 
постоянная, Id – темновая интенсивность (в об-
щем случае она включает также интенсивность 
подсветки), scE
G
 – вектор напряженности элек-
трического поля пространственного заряда, соз-
даваемого световым пучком, ϕ – переопределен-
ный электрический потенциал, связанный с по-
тенциалом поля пространственного заряда φ со-
отношением [22] 0 .E xϕ = ϕ+  
Х-составляющую комплексного вектора A
G
 
сингулярного пучка можно представить в виде 
(см., например, [4], [20]) 
2 2
0 0( / ) exp( / 2 ),
m
xA r r r r im= ⋅ − + α  
где 2 2 ,r x y= +  x и y – координаты в попереч-
ной плоскости пучка, α=arctg(y / x) – азимуталь-
ная координата, m – топологический заряд син-
гулярного пучка. 
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Пусть сингулярный пучок падает перпенди-
кулярно на фоторефрактивный оптически актив-
ный кристалл среза ( 11 0)  толщиной d = 1 см. 
Для исследования особенностей распростране-
ния сингулярных пучков с длиной волны 
λ = 0.6328 мкм и радиусом перетяжки r0 = 25 мкм 
используются параметры, близкие к электрооп-
тическим параметрам кристалла Bi12SiO20: 
n0 = 2.54, r41 = 5·10-12 м/В, ρ = 22 град/мм. 
На рисунке 1.1 (а) показано поперечное се-
чение сингулярного пучка на входе в кристалл. 
Если смотреть в направлении, параллельном оси 
распространения, сингулярный пучок выглядит 
как темная область в центре яркого концентри-
ческого кольца света [10]. В данной работе под 
внутренним и внешним диаметрами сингулярно-
го пучка будем понимать удвоенные внутренний 
и внешний радиусы светлого кольца, измеренные 
на уровне световой интенсивности, уменьшен-
ной в е раз относительно её максимального зна-
чения. Внутренний (xвх1) и внешний (xвх2) диа-
метры сингулярного пучка на входе в кристалл 




Рисунок 1.1 – Распределение относительной 
интенсивности (Iотн.ед. = I / Imax) сингулярного 
пучка на входе (а) и выходе (б) из кристалла в 
отсутствие нелинейности 
 
На рисунке 1.1 (б) показано поперечное се-
чение сингулярного пучка на выходе из кристал-
ла в отсутствие нелинейности. Видно, что внут-
ренний и внешний диаметры сингулярного пучка 
увеличиваются наряду с уменьшением его отно-
сительной интенсивности. Внутренний (xвых1) и 
внешний (xвых2) диаметры сингулярного пучка при 
E0 = 0 равны соответственно 16.4 мкм и 41.1 мкм.  
 
2 Численный эксперимент 
Исследуем влияние внешнего электрическо-
го поля, приложенного к рассматриваемому кри-
сталлу класса 23, и оптической активности кри-
сталла на распространение сингулярного пучка с 
топологическими зарядами m = 1 и m = –1. Рас-
смотрим случай, когда внешнее электрическое 
поле параллельно кристаллографическому на-
правлению [111].  В этом случае θ = 35.3°. 
 Численные расчеты показывают (рисунок 
2.1, первый и второй столбец), что для сингуляр-
ного пучка с топологическим зарядом m = 1 при 
изменении Е0 от –0.5 кВ/см до –4.0 кВ/см проис-
ходит сужение темной области сингулярного 
пучка в направлении, перпендикулярном направ-
лению большой оси деформированного кольца. 
Изначально круговой симметричный пучок с 
темным ядром вытягивается и принимает форму, 
напоминающую эллипс. При этом в ранее одно-
родном светлом кольце в процессе его деформи-
рования наблюдается формирование двух облас-
тей с повышенной световой интенсивностью.  
 Под квазисолитонным распространением 
сингулярного пучка будем понимать такое его 
распространение в кристалле, при котором на 
выходе из кристалла наименьший диаметр х0 
деформированного тёмного кольца (малая ось 
эллипса [25]) остаётся таким же, как и при входе, 
то есть х0 = хвх1.  
В соответствии с этим определением квази-
солитонный режим распространения сингуляр-
ного пучка с топологическим зарядом m = 1 с 
учетом оптической активности достигается при 
Е0 ≈ –2.0 кВ/см, а при «выключении» оптической 
активности – при Е0 ≈ –2.5 кВ/см.  
 Симметричная форма сингулярного пучка 
разрушается при его распространении в кристал-
ле под действием поперечной анизотропии, ко-
торая появляется под влиянием внешнего элек-
трического поля, частично экранированного све-
товым пучком. Относительно разных попереч-
ных направлений пучок находится в различных 
условиях распространения. В частности, в на-
правлениях, близких к осям у и х соответственно, 
пучок частично фокусируется и дефокусируется. 
Анизотропия нелинейности уравновешивает в 
отдельных поперечных направлениях естествен-
ную расходимость сингулярного пучка, ориенти-
руя его под небольшим углом к оси х. 
 Описанное поведение сингулярного пучка в 
некоторой степени напоминает поведение дву-
мерного гауссова пучка в фоторефрактивном 
кристалле, когда при увеличении значения 
внешнего электрического поля, приложенного к 
кристаллу, первоначально круговой симметрич-
ный пучок становится эллиптическим [22], [26].  
 Результаты численного моделирования син-
гулярного пучка с топологическим зарядом m = –1 
при изменении Е0 от –0.5 кВ/см до –4.0 кВ/см с 
учетом и без учета оптической активности пока-
заны на рисунке 2.1, третий и четвертый столбец 
соответственно. В этом случае квазисолитонный 
режим распространения сингулярного пучка с 
учетом оптической активности достигается при 
Е0 ≈ –3.0 кВ/см, то есть при большем значении 
внешнего электрического поля, чем для сингу-
лярного пучка с m = 1, а при «выключении» оп-
тической активности – при Е0 ≈ –2.5 кВ/см, то 
есть приблизительно при таком же поле, как и 
для сингулярного пучка с m = 1. 
Распространение сингулярных пучков в кубическом оптически активном фоторефрактивном кристалле 
 




Рисунок 2.1 – Распределение относительной интенсивности сингулярного пучка на выходе 
из фоторефрактивного кристалла при θ = 35.3° 
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 Введем угол поворота сингулярного пучка 
α, под которым будем понимать угол между вер-
тикалью, направленной вниз (OA), и большей 
осью эллиптического распределения интенсив-
ности (OB = rmax) пучка. Углы поворота α, на-
правленные против часовой стрелки, считаются 
положительными, а углы, направленные по часо-
вой стрелке – отрицательными. Так на рисунке 
2.1 через α1 ≈ 20° и α2 ≈ –27.5° (первый и третий 
столбец, третий ряд) обозначены углы между OA 
и rmax сингулярного пучка с топологическим за-
рядом m = 1 и m = –1 соответственно.  
 Как видно из рисунка 2.1 при положитель-
ном знаке топологического заряда при постепен-
ном увеличении модуля внешнего электрическо-
го поля, приложенного к кристаллу, угол пово-
рота α уменьшается. При этом вращение сингу-
лярного пучка происходит по часовой стрелке 
(рисунок 2.1, первый столбец, третий ряд, пунк-
тирная стрелка). При отрицательном знаке топо-
логического заряда при постепенном увеличении 
модуля внешнего электрического поля, прило-
женного к кристаллу, угол поворота сингулярно-
го пучка α также по модулю уменьшается, одна-
ко поворот пучка происходит уже против часо-
вой стрелки (рисунок 2.1, третий столбец, третий 
ряд, пунктирная стрелка). 
Для большей наглядности на рисунке 2.2 
показаны зависимости угла поворота сингуляр-
ного пучка α с топологическим зарядом |m| = 1, 
полученные с учетом и без учета оптической 
активности, при различных значениях внешнего 
электрического поля, приложенного к кристаллу. 
При численных экспериментах, которые были 
выполнены для значений Е0 = –0.1, –0.5, –1, –1.5, 
–2, –2.5, –3, –3.5, –4 кВ/см, получены значения 
углов α, обозначенные на рисунке 2.2 следую-
щими знаками серого цвета: круги – m = 1, 
ρ = 22 град/мм, квадраты – m = 1, ρ = 0, треуголь-
ники – m = –1, ρ = 22 град/мм, ромбы – m = –1, 
ρ = 0. Кривые на рисунке 2.2 были получены в 
результате интерполяции множества точек, по-
лученных в результате численного эксперимента. 
Из рисунка 2.2 видно, что максимальный мо-
дуль угла поворота сингулярного пучка при «вы-
ключенной» оптической активности наблюдаются 
при Е0 = –0.1 кВ/см, а при увеличении модуля 
внешнего электрического поля, приложенного к 
кристаллу, от 0E = 0.1 кВ/см до 0E = 4.0 кВ/см 
модуль угла α постепенно уменьшается. Из ана-
лиза рисунка также следует, что «выключение» 
оптической активности приводит к практически 
зеркальному расположению кривых 2 и 4 отно-
сительно оси Е0, так как модули значений углов 
для сингулярного пучка с m = 1 (кривая 2 на ри-
сунке 2.2) и m = –1 (кривая 4 на рисунке 2.2) 
почти совпадают. Таким образом, в такой ситуа-
ции можно говорить о зеркальном отображении 
распространения сингулярного пучка с одинако-
выми по значению, но противоположными по 
знаку топологическими зарядами, что также ха-
рактерно при распространении оптического вих-
ря в фоторефрактивном кристалле SBN [20], ко-
торый не обладает оптической активностью. 
 
 
Рисунок 2.2 – Зависимость угла поворота 
сингулярного пучка α с топологическим зарядом 
|m| = 1 с учетом и без учета оптической 
активности при различных значениях внешнего 
электрического поля, приложенного к кристаллу 
 
При «выключении» оптической активности 
при Е0 > –2.4 кВ/см угол поворота α для сингу-
лярного пучка с m = 1 близок к углу поворота, 
который наблюдается при распространении син-
гулярного пучка с m = 1 с учетом оптической 
активности, кривые 1 и 2 асимптотически при-
ближаются к значению α ≈ 8°. 
Из рисунка 2.1 трудно определить характер 
изменения диаметров деформированного темно-
го кольца сингулярного пучка. Поэтому ниже 
для наглядности построена зависимость эллип-
тичности k темного деформированного кольца 
сингулярного пучка от величины внешнего элек-
трического поля, приложенного к кристаллу. В 
численных расчетах под эллиптичностью k по-
нималось отношение наименьшего диаметра 
темного деформированного кольца сингулярного 
пучка к наибольшему.  
Как видно из рисунка 2.3 при увеличении 
внешнего электрического поля, приложенного к 
кристаллу, эллиптичность возрастает для всех 
случаев распространения сингулярного пучка: 
кривые 1 (m = 1) и 3 (m = –1) – с учетом и кривые 2 
(m = 1) и 4 (m = –1) – без учета оптической актив-
ности. «Волнообразный» характер кривых зависи-
мостей k от Е0, в частности кривых 1 и 3, свиде-
тельствует о разной скорости изменения k в раз-
личных диапазонах значений электрического поля.  
При Е0 ≈ –0.45 кВ/см для сингулярных пуч-
ков с m = 1 и m = –1 эллиптичности, получен-
ные с учетом и без учета оптической активно-
сти приблизительно совпадают (точка А на ри-
сунке 2.3 соответственно). При Е0 ≈ –1.2 кВ/см, 
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при Е0 ≈ –1.8 кВ/см и при Е 0 ≈ –3.8 кВ/см для 
сингулярных пучков с m = 1 и m = –1 эллиптич-
ности, полученные с учетом оптической актив-
ности, также практически совпадают (точки Б, В 
и Г на рисунке 2.3 соответственно).  
 
 
Рисунок 2.3 – Зависимость эллиптичности k 
сингулярного пучка от величины внешнего 
электрического поля, приложенного к кристаллу 
 
Эллиптичности k, полученные при «выклю-
чении» оптической активности в среднем при-
нимают меньшие значения, чем эллиптичности k, 
полученные с учетом оптической активности. Из 
рисунка 2.3 (кривая 2 (m = 1) и кривая 4 (m = –1)) 
также видно, что эллиптичности k, которые были 
получены при численном моделировании при 
«выключении» оптической активности, прини-
мают близкие значения.  
Для объяснения зависимостей, показанных 
на рисунках 2.2 и 2.3, следует учитывать одно-
временное действие оптической активности кри-
сталла и орбитального углового момента сингу-
лярного пучка. Если смотреть в «хвост» распро-
странения пучка (как и показано на рисунке 2.2), 
оптическая активность поворачивает пучок про-
тив часовой стрелки. При этом, как известно, 
удельное вращение плоскости поляризации при-
водит к периодическому изменению условий 
распространения светового пучка. Как было ска-
зано ранее, положительный или отрицательный 
знак топологического заряда сингулярного пучка 
определяет направление вращения (против или 
по часовой стрелке соответственно) орбитально-
го углового момента в пучке. 
При положительном знаке топологического 
заряда (m = 1) удельное вращение плоскости по-
ляризации направлено против часовой стрелки, а 
угловой орбитальный момент – по часовой 
стрелке, что приводит к «подавлению» вращения 
сингулярного пучка. Поэтому при таких условиях 
распространения угол поворота изменяется незна-
чительно (рисунок 2.2, кривая 1) и достигает мак-
симального значения при Е0 ≈ –2.0 кВ/см. Отме-
тим, что при таком же значении Е0 наблюдается 
квазисолитонный режим распространения син-
гулярного пучка с m = 1. 
При отрицательном знаке топологического 
заряда (m = –1) вращение плоскости поляризации 
и угловой орбитальный момент направлены по 
часовой стрелке, что приводит к «усилению» 
поворота сингулярного пучка также по часовой 
стрелке. При таких условиях распространения 
модуль угла поворота α имеет наибольшие зна-
чения (рисунок 2.2, кривая 3).  
 При «выключении» оптической активности 
на распространение сингулярного пучка влияет 
только орбитальный угловой момент пучка, что 
приводит к практически одинаковым положени-
ем отдельных точек кривых, которые были полу-
чены без учета оптической активности, то есть 
точек кривых 2 и 4 на рисунке 2.2 и точек кри-
вых 2 и 4 на рисунке 2.3.  
 
Заключение 
Установлено, что увеличение нелинейности, 
связанное с возрастанием величины внешнего 
электрического поля, приложенного к кристаллу, 
приводит к нарушению симметричной формы 
сингулярного пучка: кольцевая форма пучка де-
формируется, и он принимает вытянутую форму, 
напоминающую форму эллипса. 
Построена зависимость эллиптичности k 
сингулярного пучка от величины внешнего элек-
трического поля, приложенного к кристаллу. 
Установлено, что при увеличении модуля внеш-
него электрического поля, приложенного к кри-
сталлу, величина k убывает.  
Построена зависимость угла поворота α от 
величины внешнего электрического поля, при-
ложенного к кристаллу. Показано, что при уве-
личении модуля внешнего электрического поля 
происходит поворот сингулярного пучка относи-
тельно вертикали и направление этого поворота 
зависит от знака топологического заряда. Обна-
ружено, что при «выключении» оптической ак-
тивности при Е0 > –2.4 кВ/см угол поворота α 
для сингулярного пучка с m = 1 близок к углу 
поворота, который наблюдается при распростра-
нении сингулярного пучка с m = 1 с учетом оп-
тической активности. 
Показано, что «выключение» оптической 
активности приводит к зеркальному отображе-
нию зависимости угла поворота эллиптического 
распределения интенсивности в пучке с одина-
ковыми по значению, но противоположными по 
знаку топологическими зарядами. 
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